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Resumen
En este trabajo se presenta una formulacio´n que permite aplicar los
me´todos de programacio´n lineal, y en particular el me´todo simplex, al
ana´lisis de la esta´tica de rotura de cualesquiera estructuras de barras o
elementos lineales, que son considerados como bloques r´ıgidos en las regio-
nes no plastificadas. La formulacio´n permite integrar criterios robustos de
seguridad y permite abordar, entre otros, los problemas cla´sicos de rotura
de arcos de fa´brica, siendo capaz de determinar las alteraciones pe´simas a
las configuraciones de carga consideradas, basa´ndose en dichos criterios.
Como ejemplo se muestra co´mo la formulacio´n es capaz de detectar de for-
ma automa´tica que se producira´n dan˜os en arcos de fa´brica si se procede
a su descarga.
Palabras Clave: Esta´tica, rotura, superficie l´ımite, simplex, programa-
cio´n lineal, arcos de fa´brica.
In this paper a formulation is presented which applies linear program-
ming methods, in particular the simplex method, to static analysis of the
collapse of any structure formed by linear elements, which are considered
as rigid blocks in the regions without yield. The formulation can inte-
grate robust security criteria and allows the solution, among others, of
the classic problem of masonry archs failure, being able to find the worst
load changes to the actual load configuration, based on those criteria. An
example is shown in which the formulation is capable to automatically
detect that discharge on masonry arches will ensure damage in them.
Keywords: Statics, failure, yield surface, simplex, linear programming,
masonry arches.
1. Introduccio´n
Desde que en 1947 George E. Dantzig ensamblo´ las piezas necesa-
rias para aportar un algoritmo general para la solucio´n de los problemas
llamados de programacio´n lineal1, han sido numerosas las propuestas de
aplicacio´n del algoritmo a la determinacio´n de las configuraciones de rotu-
ra en estructuras de barras, inicialmente cerchas [3], posteriormente vigas
[4], y ma´s tarde arcos [6], entre otros tipos de problemas, a los que cabr´ıa
an˜adir los de s´ıntesis o dimensionado, de peso mı´nimo, etc.
1de optimizacio´n para funciones objetivo de cara´cter lineal, estando sometidas las variables
del problema considerado a restricciones de igualdad o desigualdad tambie´n lineales
1
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El algoritmo simplex en sus diversas versiones ha resultado ser uno
de los ma´s productivos de las teor´ıas matema´ticas del pasado siglo XX.
Desarrollado por George B. Dantzig en 1947 para la planificacio´n de ac-
tividades de la Fuerza Ae´rea de los EEUU, es actualmente uno de los
elementos cano´nicos ba´sicos de las teor´ıas econo´micas y de la planifica-
cio´n de las grandes corporaciones industriales. Ve´ase [5]. La generalidad
de uso del algoritmo hace que sea una de las herramientas esta´ndar en los
paquetes nume´ricos informa´ticos disponibles en muchos contextos, tanto
de los especializados, como en los de propo´sito general2.
Y la existencia del algoritmo supone de hecho, cara a la teor´ıa de
rotura, un cierto equivalente a lo que supone la existencia de los algoritmos
de resolucio´n de sistemas de ecuaciones lineales cara a la teor´ıa ela´stica
de ana´lisis de estructuras.
Sin embargo, la diversidad de enfoques empleada —que puede obser-
varse al repasar el artificio usado por Livesley en [6] para formular los
problemas de rotura de arcos— confrontada a la generalidad, la unidad
teo´rica y la productividad de los enfoques del ana´lisis ela´stico, que han
dado paso al me´todo de los elementos finitos, han apartado dichos procedi-
mientos de la pra´ctica habitual, as´ı como de los programas de ensen˜anza.
Sin embargo es posible destilar una formulacio´n general y consistente
capaz de abordar todo tipo de problemas de plasticidad asociada, como
muestro aqu´ı. Para ello establezco en un primer apartado el conjunto de
principios y ecuaciones disponibles, mostrando su empleo para la mate-
rializacio´n de soluciones a diversos tipos de problemas. Aplico posterior-
mente las herramientas obtenidas al ana´lisis de las condiciones de rotura
de estructuras de barras, considerando e´stas como agrupaciones de blo-
ques r´ıgidos entre las regiones de enlace, que son las u´nicas en las que se
supone que podra´ producirse la plastificacio´n. Finalmente aplico la for-
mulacio´n obtenida a las estructuras de fa´brica, sin resistencia en traccio´n,
obteniendo las configuraciones de rotura de un arco concreto para diversas
condiciones de carga y de resistencia.
2. Elementos ba´sicos del ana´lisis en ro-
tura
2.1. Teoremas fundamentales
El enunciado de los teoremas fundamentales del ana´lisis l´ımite, cuya
demostracio´n aplicada a los problemas de plasticidad asociada no desa-
rrollare´ por ser ampliamente conocida [9], puede ser como sigue:
Teorema 1 (Teorema esta´tico o del l´ımite inferior) Si en una es-
tructura, para un sistema de cargas dadas
puede establecerse un estado de tensiones o esfuerzos internos en
equilibrio, y
para dichos esfuerzos no se alcanza la condicio´n de rotura o plastifi-
cacio´n completa
2ya sea por estar directamente contenido en el paquete ba´sico —como en las herramientas
de a´lgebra simbo´lica tipo Maple, Mathematica o Maxima— sea por estar disponible como
complemento o rutina descargable —como en versiones antiguas del paquete de ofima´tica
OpenOffice— Esta´ disponible en las versiones ma´s recientes de las hojas de ca´lculo habituales:
Excel 07 >Datos >Ana´lisis >Solver ; OpenOffice 3.x >Herramientas >Solver
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entonces la estructura no colapsa para dichas cargas, o lo que es lo mismo,
las cargas dadas suponen un l´ımite inferior a la carga de rotura de la
estructura.
Para que el teorema sea de aplicacio´n, no deben producirse feno´menos
de inestabilidad (pandeo), y las secciones que plastifican deben presen-
tar ductilidad suficiente para que se produzcan deformaciones pla´sticas
apreciables sin rotura.
Teorema 2 (Teorema cinema´tico, o del l´ımite superior) Es el dual
del anterior: si para un esquema de colapso compatible arbitrariamente es-
tablecido se determinan cargas que pierden en dicho colapso tanta energ´ıa
como la que se disipa en la deformacio´n pla´stica, puede asegurarse que la
estructura colapsara´ bajo dichas cargas, o lo que es lo mismo, que tales
cargas constituyen un l´ımite superior para la carga de rotura de la estruc-
tura.
Como en el caso del ana´lisis ela´stico, los dos teoremas precedentes
suponen una visio´n dual del problema, cuya concurrencia determina una
solucio´n completa del problema, hiperesta´tico en general.
Teorema 3 (Teorema de unicidad) En el caso de que se cumplan las
condiciones de los dos teoremas precedentes, a saber,
que exista un estado equilibrado de esfuerzos con las cargas actuan-
tes.
que los esfuerzos sean en cualquier regio´n de la estructura iguales o
menores a los que provocan la plastificacio´n de dicha regio´n
que exista un estado de colapso cinema´ticamente compatible cuyas
ro´tulas —o regiones en flujo pla´stico— se correspondan con las po-
siciones en las que el esfuerzo es igual al de plastificacio´n
puede asegurarse que la carga considerada es la carga de rotura de la es-
tructura,
pues efectivamente, al coincidir en un mismo objeto el l´ımite superior y el
l´ımite inferior, dicho objeto debe ser la carga de rotura.
Hay que hacer notar que las condiciones del teorema de unicidad re-
producen en el ana´lisis pla´stico las tres condiciones que se usan en ana´lisis
ela´stico para determinar las soluciones, a saber
EQUILIBRIO: la admisibilidad esta´tica, por la que el estado de es-
fuerzos esta´ equilibrado con las cargas,
COMPATIBILIDAD: la admisibilidad cinema´tica, por la que la geo-
metr´ıa de colapso es compatible, y
RESISTENCIA: que tambie´n podr´ıamos denominar condiciones de
congruencia material o admisibilidad material, por la que los esfuer-
zos son los que provocan la plastificacio´n en las regiones en que se
postula dicho estado, y menores a e´stos en el resto de la estructura.
De este modo, la solucio´n —u´nica— al problema planteado se obtiene
cuando confluyen las tres condiciones.
2.2. Ecuaciones
A partir de los teoremas fundamentales del me´todo podemos derivar
procedimientos de solucio´n aplicados al estudio de las estructuras de ba-
rras en las que podemos plantear tanto las condiciones de carga —y de
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equilibrio— como la cinema´tica de colapso —y su compatibilidad— en
forma discreta, referidas a un nu´mero finito de secciones prefijadas en las
que consideremos la posibilidad de aparicio´n de ro´tulas o deformaciones
pla´sticas.
Para ello vamos a escribir las ecuaciones de que disponemos
Usamos F para las cargas, que estara´n equilibradas por los esfuerzos
f de las secciones elegidas para representar el problema, siendo la
condicio´n de EQUILIBRIO:
F =Hf (1)
Hay que sen˜alar que si hemos establecido a priori un dimensionado
para la estructura, lo habitual sera´ que no conozcamos inicialmente
ni las cargas F , que deben ser las de rotura, y que buscamos sean
superiores o iguales a las aplicadas a la estructura, ni los esfuerzos
que las equilibran f , aunque si hemos definido co´mo se represen-
tan, s´ı podremos establecer H sin dificultad. Una forma habitual de
plantear el problema consiste en prefijar un vector de carga dado
F I y buscar el factor de carga γ correspondiente a la condicio´n de
equilibrio en el instante de la rotura: γF I =Hf . Volveremos sobre
ello.
Usamos U para los movimientos de la estructura necesarios para
describir las posibles cinema´ticas de colapso, de los que pueden de-
ducirse por COMPATIBILIDAD las deformaciones pla´sticas u de
las secciones implicadas en cada geometr´ıa de colapso, ignorando las
deformaciones ela´sticas, que no variara´n en el proceso.Para movi-
mientos pequen˜os:
u = BU (2)
con H = BT como sabemos que sucede si se representan de forma
concordante tanto cargas y movimientos como esfuerzos y deforma-
ciones. En dicha expresio´n, tanto u como U representan velocidades
o diferencias de deformacio´n y movimiento entre dos estados sucesi-
vos en el movimiento de colapso.
Definimos finalmente las condiciones de RESISTENCIA, las que
identifican las condiciones de plastificacio´n o, en la analog´ıa usada
para describir e´stas, las que definen a la superficie l´ımite de rotu-
ra, mediante un sistema de inecuaciones o desigualdades para los
esfuerzos3 en la forma:
ψf − r ≤ 0 (3)
Cada fila de la anterior expresio´n matricial contiene una expresio´n
lineal que representa una de las condiciones l´ımite correspondien-
te a los esfuerzos o combinaciones de esfuerzos f asociados a los
coeficientes no nulos de dicha fila. La expresio´n 3 es, por lo tanto,
una aproximacio´n a las condiciones de plastificacio´n que representa
la posible superficie l´ımite no lineal mediante un conjunto finito de
condiciones lineales o hiperplanos4. En dicha aproximacio´n cada te´r-
mino de r representara´, bien una resistencia aislada —una capacidad
3representando usualmente las solicitaciones y las correspondientes resistencias en formas
agregadas: en barras los usuales esfuerzos normal, cortante y momento, y las condiciones
derivadas de los correspondientes diagramas de interaccio´n.
4Ejemplo t´ıpico es el de la comprobacio´n de la resistencia a flexocompresio´n de una seccio´n
sime´trica meta´lica que, de acuerdo a las directrices establecidas en los co´digos europeos, se
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resistente— si ψ tiene un u´nico te´rmino no nulo en la fila considera-
da, bien un coeficiente que establece un l´ımite a las condiciones de
interaccio´n entre varias capacidades resistentes en el caso de que ψ
tenga varios te´rminos no nulos en dicha fila.
Es u´til sen˜alar que los te´rminos de cada fila de ψ representan —para
mo´dulo unitario— las componentes del versor perpendicular al correspon-
diente plano de rotura, siendo por ello ψf las proyecciones de los esfuerzos
sobre cada una de dichas direcciones mientras que los te´rminos de r repre-
sentan las distancias desde el origen, que corresponde al vector de esfuerzos
nulo, hasta dichos planos, distancias medidas en las direcciones definidas
por tales versores.
Por razo´n de la regla de flujo de von Mises, que esta´ en la base de
los teoremas arriba enunciados, las deformaciones en el proceso de rotu-
ra deben ser ortogonales a las variaciones de esfuerzos pla´sticos, es decir,
deben ser perpendiculares a la superficie de rotura. Por lo tanto se des-
criben de una de las dos maneras siguientes: si el estado l´ımite se da para
una sola de las condiciones descritas por las ecuaciones de resistencia, es
decir, si so´lo hay un plano activo en la situacio´n de rotura considerada,
se representara´ con un vector paralelo a uno de los versores de los planos
que la aproximan; si la rotura corresponde a una arista o un ve´rtice de
la superficie considerada, es decir, si el l´ımite se da simulta´neamente para
varias de las condiciones l´ımite, se describira´ con vectores obtenidos por
combinacio´n lineal de los de los planos activos simulta´neamente pues en
ese caso la deformacio´n puede orientarse en cualquiera de las direcciones
del a´ngulo contenido entre las perpendiculares a los planos que confluyen
en esa posicio´n. Como el vector debe orientarse hacia el exterior de la
superficie lo anterior puede expresarse en la forma siguiente:
Regla de flujo: en la condicio´n de rotura la (velocidad de) deforma-
realiza con expresiones de la forma
NSd
NRd
+
MSd
MRd
≤ 1
Si consideramos la posibilidad de signos variados tanto en el normal (traccio´n o compresio´n)
como en el momento, la expresio´n anterior es en realidad de la forma
|N |
NR
+
|M |
MR
≤ 1
en la que se dejan impl´ıcitos los sub´ındices eliminados al no inducir a confusio´n, y donde tanto
NR como MR son positivos.
La anterior ecuacio´n puede expresarse como
|N |MR + |M |NR ≤ NRMR
|N |mR + |M |nR ≤ NRmR
usando nR = NR/(
q
N2
R
+ M2
R
), mR = MR/(
q
N2
R
+ M2
R
).
Dicha expresio´n no es otra que el conjunto de las cuatro comprobaciones siguientes:2
664
mR nR
−mR nR
−mR −nR
mR −nR
3
775
»
N
M
–
≤
2
664
1
1
1
1
3
775NRmR
que esta´, como se ve, en el formato apuntado, y que puede generalizarse sin dificultad al
conjunto de todas las secciones consideradas para el ana´lisis de una estructura completa, al
igual que puede generalizarse a otras condiciones de resistencia.
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cio´n es ortogonal a la superficie l´ımite.
u = ψTλp (4)
En dicha expresio´n, cada columna de ψT es uno de los versores de
los hiperplanos que definen la superficie l´ımite, y λp es una lista de
multiplicadores (un vector columna) que tendra´n valor positivo si el
correspondiente hiperplano es activo, y valor nulo si no lo es. La ex-
presio´n es efectivamente una forma de representar una combinacio´n
lineal de los versores de los planos activos —de las ecuaciones que
expresan plastificaciones efectivas—, combinacio´n que esta´ situada
en el cono que define las deformaciones posibles en el colapso si se
restringen los λp a valores positivos.
Si multiplicamos escalarmente cada una de las ecuaciones (3) que ex-
presa uno de los planos de la superficie l´ımite por el correspondiente mul-
tiplicador tendremos sistema´ticamente un valor nulo dado que, o bien el
plano es activo y por lo tanto la correspondiente fila de la ecuacio´n debe
ser nula y el multiplicador no nulo, o bien el plano no es activo, y la fila
sera´ entonces no nula —y menor a cero— pero en ese caso debera´ ser nulo
el multiplicador.
Tenemos, pues, que los planos activos esta´n asociados a la condicio´n
(de colapso) siguiente:
(ψf − r)T λp = 0 (5)
Podemos aplicar finalmente el teorema cinema´tico, que establece que si
en un movimiento de colapso que podamos imaginar —que sea admisible—
se iguala el trabajo desarrollado por las cargas en dicho movimiento a la
disipacio´n de energ´ıa pla´stica que se produce en las secciones que supo-
nemos plastifican, puede asegurarse que las cargas correspondera´n a una
cota superior a las que resiste la estructura. Esto puede expresarse en la
forma
U
T
F ≥ uTf (6)
En dicha expresio´n la situacio´n de igualdad se dara´ si se cumplen tam-
bie´n las condiciones del teorema esta´tico, es decir, si las cargas y esfuerzos
esta´n en equilibrio y no hay regio´n alguna del cuerpo en el que se supere
la condicio´n de resistencia.
2.3. Obtencio´n de soluciones
2.3.1. Cinema´tica de colapso
Vamos a obtener las ecuaciones que resuelven el problema desde la
perspectiva cinema´tica. Para ello aplicamos la condicio´n de admisibilidad
material descrita por la regla de flujo 4 al desarrollo de la ecuacio´n que
caracteriza los planos de rotura activos 5, combinada con la condicio´n
dada por el teorema cinema´tico 6 obteniendo:
f
T
ψ
T
λp − r
T
λp = 0
f
T
u − rTλp = 0
F
T
U − rTλp ≥ 0
Si an˜adimos la ecuacio´n de compatibilidad 2 sustituyendo en ella las
deformaciones por su valor tal como lo determina la regla de flujo 4 ten-
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dremos finalmente el conjunto de condiciones que caracteriza a la solucio´n:
F
T
U ≥ rTλp
BU = ψTλp
λp ≥ 0
(7)
Las ecuaciones 7 expresan la afirmacio´n del teorema cinema´tico y la
condicio´n de compatibilidad en funcio´n de las variables globales de carga y
movimiento y de los multiplicadores que localizan las posiciones de rotura
—y que expresan su deformacio´n pla´stica, como se deduce de la primera
ecuacio´n, que mide energ´ıas disipadas— Las ecuaciones permiten deducir
soluciones a problemas t´ıpicos de ana´lisis pla´stico.
Si por ejemplo suponemos conocidas las resistencias r, representamos
la carga en funcio´n de un factor de carga γ en la forma F = γF I , para
un vector de carga prefijado F I , y normalizamos el desplazamiento
5 de
forma que F I
TU = 1 tendremos que las ecuaciones anteriores equivalen al
problema de hallar los U , λp que minimizan el factor de carga γ = r
Tλp
para las condiciones lineales dadas:
mı´n
U ,λp
γ(λp) = mı´n
U ,λp
(rTλp)
F
T
1 U = 1
BU = ψTλp
λp ≥ 0
(8)
Dicho problema no es ma´s que un problema de programacio´n lineal, resolu-
ble con las herramientas de dicho campo de la matema´tica, y en particular
con el algoritmo simplex ya citado.
Ana´logamente puede hacerse si las cargas derivan de una combinacio´n
como F = F 0 + γF I con una parte constante y otra creciente, caso en el
que normalizando ana´logamente tendr´ıamos
mı´n
U ,λp
γ(λp) = mı´n
U ,λp
(rTλp − F
T
0 U )
F
T
1 U = 1
BU = ψTλp
λp ≥ 0
(9)
Cualquiera de los problemas anteriores propone obtener los movimien-
tos que, manteniendo la compatibilidad, corresponden a la condicio´n de
colapso para el menor factor de carga que lleva la estructura a la rotu-
ra. La solucio´n al problema de programacio´n lineal —de minimizacio´n—
permite obtener simulta´neamente el factor de carga —que es la funcio´n
objetivo del problema— y los vectores U y λp que definen, el primero los
movimientos generalizados de la estructura en el colapso, el segundo las
deformaciones de las secciones representadas en el modelo de resistencia
en dicho proceso de colapso, es decir las deformaciones pla´sticas de las
secciones que rompen.
5Ya hemos dicho que el desplazamiento en colapso suele medirse como velocidad, al tratarse
de un proceso continuado e irrefrenable en el que cada incremento no es ma´s que una amplifi-
cacio´n del movimiento anterior, por lo que es habitual usar un factor de referencia comu´n para
todos los movimientos. E´stos se expresan como modo, o en forma adimensional, proporcional,
siendo el factor comu´n el que puede expresar la evolucio´n de la deformacio´n en el tiempo.
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Conocidos los movimientos, es posible reconstruir los esfuerzos de la
estructura, dado que pueden obtenerse ecuaciones suficientes para ello.
Efectivamente,
el factor de carga identifica la carga actuante F , y
a las ecuaciones de equilibrio pueden an˜adirse ahora las de resistencia
de las secciones activas, o que plastifican, que ahora son conocidas.
2.3.2. Dualidad: Esta´tica de colapso
Resulta de sumo intere´s analizar ahora las implicaciones que las condi-
ciones de dualidad comunes a todos los problemas de programacio´n lineal
suponen para el problema que estamos analizando6.
Para ello reescribimos las ecuaciones 8 en otro formato ma´s compacto,
unificando la expresio´n de las restricciones para todas las variables del
problema. Tendremos el problema all´ı enunciado, que la literatura mate-
ma´tica denomina primal :
mı´n
„
γ =
ˆ
rT 0T
˜ »λp
U
–«
»
ψT −B
0T F TI
– »
λp
U
–
=
»
0
1
–
λp ≥ 0
(10)
Se trata en e´ste de determinar la configuracio´n de colapso que hace mı´nima
la disipacio´n, respetando las condiciones de compatibilidad, y para un
formato normalizado en la velocidad de desplazamiento.
El problema dual del anterior, de acuerdo a los principios de las teor´ıas
de programacio´n lineal no es otro que el
ma´x
„
Γ =
ˆ
0T 1
˜ »f
Γ
–«
»
ψ 0
−BT F I
– »
f
Γ
–
≤
»
r
0
–
Γ ≥ 0
(11)
En dicho problema, las variables de decisio´n pueden identificarse con los
esfuerzos f y el factor de carga Γ. El problema propone hallar los esfuerzos
correspondientes al ma´ximo factor positivo Γ que, aplicado a las cargas,
permite que e´stas alcancen el equilibrio con los esfuerzos, sin que e´stos
6Para ma´s detalles ve´ase cualquier texto de programacio´n lineal, o de programacio´n lineal
y no lineal —de optimizacio´n— como pueden ser [7] o [8]. En [5] se destaca el papel de Von
Neumann en la formulacio´n del teorema de dualidad. En general el problema de minimizacio´n
mı´n
x
“
cT · x
”
a · x ≤ b
x ≥ 0
tiene como dual el de maximizacio´n
ma´x
y
“
bT · y
”
aT · y ≥ c
y ≥ 0
.
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superen las condiciones de resistencia. Puede comprobarse que, efectiva-
mente, los grupos de ecuaciones que corresponden a las restricciones son
precisamente las de resistencia y las de equilibrio7.
Este enfoque permite por tanto obtener directamente tanto los esfuer-
zos como el factor de carga de rotura de la estructura para la configuracio´n
de cargas elegida F I .
Se trata de la formulacio´n directa del problema de maximizacio´n que se
deriva de aplicar el teorema esta´tico, puesto que se formula expl´ıcitamente
tanto el equilibrio como la no violacio´n de la condicio´n de resistencia, lo
que asegura que la carga de rotura es superior a la considerada. Esto
justifica la formulacio´n del problema como un problema de maximizacio´n:
se trata de hallar la mayor carga que cumple simulta´neamente con ambas
condiciones.
La confluencia de las soluciones de ambos problemas 10 y 11 en una
solucio´n u´nica, con mı´n(γ) = ma´x(Γ), cota superior la primera, cota infe-
rior la segunda, es consecuencia del teorema de unicidad, aunque tambie´n
de los teoremas paralelos de dualidad descritos en la literatura de la pro-
gramacio´n lineal.
Resulta finalmente muy interesante resen˜ar que γ expresa la energ´ıa
disipada por las resistencias en el movimiento de colapso normalizado: es
la disipacio´n pla´stica en dicho movimiento. De la expresio´n con la que se
calcula en 8 puede verse con claridad que la mejora en la carga de rotura
—en el factor de carga— sera´ ma´s eficaz si se interviene mejorando las
resistencias de r para las que las deformaciones λp resulten mayores. Dicha
informacio´n, claramente visible en la formulacio´n cinema´tica del problema
no esta´ disponible, en cambio, en la solucio´n que aporta la formulacio´n
esta´tica del problema.
No´tese que si aplicamos la dualidad a la segunda forma 9 de plantear
el problema, llegaremos a una solucio´n esta´tica en que el factor de carga
se aplicara´ so´lo a la parte variable de la carga
ma´x
f Γ
(Γ)
»
ψ 0
−BT F I
– »
f
Γ
–
≤
»
r
−F 0
–
Γ ≥ 0
(12)
2.3.3. Factor de carga robusto
En [2] se presenta una forma de tratar el problema de la seguridad
como medida del alejamiento del vector de esfuerzos al punto ma´s pro´-
ximo de la superficie de rotura, descomponiendo para ello el vector f en
la suma de un te´rmino central ma´s uno adicional : f = f c + fa. El te´r-
mino central buscara´ alcanzar el punto ma´s lejano a la superficie l´ımite, el
punto de ma´xima seguridad para la configuracio´n estructural dispuesta,
y el adicional representara´ la desviacio´n respecto a e´ste que suponen los
esfuerzos debidos a las cargas reales que, por tanto, los acercan a dicha
superficie l´ımite. Dicho enfoque permite tratar de modo consistente cual-
quier problema de seguridad, incluso aquellos en los que las condiciones de
rotura son pro´ximos a estados de carga reducida, problemas considerados
a menudo en la literatura como de estabilidad, pero que con dicho enfoque
quedan integrados en un modelo u´nico con los problemas de resistencia.
7Cabe sen˜alar que aunque tras aplicar la dualidad en la forma general las ecuaciones
de equilibrio quedan formuladas en te´rminos de inecuacio´n, pueden restringirse fa´cilmente
a igualdades estrictas
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Dado que las ecuaciones de equilibrio permiten pasar de esfuerzos a
cargas, a pesar de que en problemas no lineales no se cumple el principio de
superposicio´n —ligado al estado completo en tensiones y deformaciones—
s´ı que es posible descomponer y superponer estados de equilibrio, por lo
que si somos capaces de determinar las dos partes del esfuerzo sen˜aladas
en el anterior pa´rrafo, dichas componentes nos permiten determinar dos
componentes en las cargas F = F c + F a, con F c = Hf c y F a = Hf a,
lo que puede permitir determinar con facilidad el que hemos denomina-
do en el art´ıculo citado coeficiente robusto de seguridad. Para ello habra´
que resolver el problema descomponiendo la esta´tica del colapso entre dos
partes, una constante correspondiente al centro o situacio´n de carga de se-
guridad ma´xima, y otra variable medida como alejamiento de esa situacio´n
central.
Debemos pues ser capaces de obtener en primer lugar el punto8 a que
corresponde el centro o lugar ma´s lejano a la superficie de rotura.
Partimos de la esta´tica de colapso, con las ecuaciones de resistencia en
la forma de 3:
ψf − r ≤ 0
Cada una de dichas ecuaciones, en la escala adecuada, contiene la
fila de ψ que representa el versor del plano l´ımite establecido por dicha
ecuacio´n, y el te´rmino de r que representa en ese caso la distancia de dicho
plano al origen. De este modo, la diferencia a cero representa precisamente
el margen disponible en la misma escala de r. Si introducimos para cada
ecuacio´n i la variable de holgura zi ≥ 0, de tal modo que la inecuacio´n se
exprese en te´rminos de igualdad ( ψijfj + zi − ri = 0 para la ecuacio´n i,
o ψf + z − r = 0 en formato que representa el conjunto de todas ellas)
resultara´ que los te´rminos de z representan precisamente las distancias o
ma´rgenes, las holguras disponibles en el efecto de los esfuerzos f hasta
alcanzar el l´ımite de resistencia r establecido por los diferentes planos que
definen la superficie l´ımite. Determinar el centro no es por ello otra cosa
que obtener el conjunto de esfuerzos f c que cumpliendo dichas ecuaciones
maximizan la menor de las holguras.
Es u´til la analog´ıa geome´trica de las ecuaciones: si pensamos en el
caso bidimensional representado en la figura 1, cada inecuacio´n expresa
una recta l´ımite que, junto con las dema´s, define el pol´ıgono que acota el
recinto seguro, y si consideramos las igualdades, los valores de zi descri-
ben para cada condicio´n de resistencia la holgura de seguridad. Si a cada
esfuerzo asociamos el menor valor de todos los zi estar´ıamos dibujando un
conjunto de curvas de nivel de la holgura de seguridad en el recinto. Si ex-
tendemos la representacio´n bidimensional con una dimensio´n z adicional
correspondiente precisamente al mı´nimo de zi para el esfuerzo considerado
el pol´ıgono que define el recinto pasa a ser el corte plano de un poliedro
en el que la dimensio´n adicional representa dicho margen u holgura. El
interior de dicho poliedro representa valores en dicho margen menores a
los realmente existentes para el correspondiente esfuerzo, margen que es-
ta´ precisamente definido en la superficie del poliedro, en el primero de
los planos alcanzados. El exterior del poliedro representa situaciones en
las que no hay seguridad para algunas de las condiciones originales. El
problema es por tanto buscar el ma´ximo en dicho margen, y por tanto el
ma´ximo en la cota de z en dicho poliedro.
De este modo el problema contiene ahora una variable de decisio´n ma´s:
8o la regio´n, en caso de ser e´sta paralela a la regio´n ma´s pro´xima de la superficie de rotura.
Ma´s adelante analizamos el problema con ma´s detalle.
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Figura 1: Centro de la regio´n de resistencia
a las f c se debe an˜adir la z, cuyo valor debe ser en todo caso menor o igual
al expresado en todas y cada una de las ecuaciones anteriores, puesto que
debe encontrarse en el interior del poliedro descrito.
En lenguaje ma´s formal, se trata de buscar el punto y la holgura al
que corresponde la mayor de las holguras posibles en las ecuaciones de
resistencia, lo que puede expresarse como
ma´x
f
(z)
ψf + z · 1− r ≤ 0
(13)
donde 1 es una matriz columna de valores unidad de igual nu´mero de filas
que el de ecuaciones. La solucio´n con simplex a dicho problema determina
un punto f = f c que correspondera´ a un punto de esfuerzos de distancia
ma´xima a la superficie de rotura.
Hay que tener en cuenta que el algoritmo simplex determina siempre
un ve´rtice, cuando puede ser que la regio´n central resulte ser ma´s amplia
en caso de ser paralela al plano de rotura ma´s cercano. En este caso
al descomponer el vector de esfuerzo en la parte central ma´s la adicional
puede resultar que la componente adicional no sea ortogonal a dicho plano
l´ımite, sino oblicua al mismo, por haberse seleccionado, de entre la regio´n
central paralela al plano l´ımite, un punto —extremo— en vez del que
resultar´ıa ma´s cercano al del esfuerzo que se pretende descomponer. En
dicho caso, y si nos cen˜imos a dicho plano l´ımite, resultar´ıa de todos
modos que, por el teorema de Tales, las proporciones entre la holgura
y la propia componente adicional son las mismas en el vector oblicuo
que las que mantienen en el vector ortogonal que ser´ıa solucio´n correcta
del problema. De este modo el margen de seguridad que se obtendr´ıa
ser´ıa correcto, aunque pueda no serlo el punto representativo de la rotura
obtenido al ampliar en dicho margen la diferencia entre el estado inicial y
el estado central determinado. Esta cuestio´n exigira´ un desarrollo ulterior.
Resuelto este primer problema, tendremos como aproximacio´n al mar-
gen robusto de seguridad el que resuelve un segundo problema definido a
partir de la descomposicio´n.
Se tratara´ ahora de buscar el l´ımite a las cargas F = F c +ΓcF a1 con
F c =Hf c y siendoH = B
T . Las cargas F c sera´n las que corresponden a
la ma´xima seguridad posible para la estructura, las cargas F a1 designara´n
la componente que se aleja de dicha seguridad ma´xima, y Γc el coeficiente
o margen de seguridad buscado. Las ecuaciones de equilibrio globales en
la situacio´n de rotura estara´n ahora en la forma BTfa = F a = F −F c =
Γc(F 1 − F c) partiendo de las cargas originales F I = F c + F a1 sabiendo
que debera´ ser F a1 = B
Tfa1 para los esfuerzos diferencia o adicionales.
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Por otro lado, las ecuaciones de resistencia pueden escribirse en la
forma ψf = ψ(f c + fa) ≤ r, es decir ψf a ≤ (r − ψf c).
Tenemos por tanto el problema de maximizacio´n
ma´x
f
a
(Γc)
ψfa ≤ r − ψf c
ˆ
−BT F I − F c
˜ »fa
Γc
–
= 0
Γc ≥ 0
(14)
que tambie´n puede escribirse como
ma´x
f
a
„
Γc =
ˆ
0T 1
˜ »fa
Γc
–«
2
4 ψ 0−BT F I − F c
BT −F I + F c
3
5
»
f a
Γc
–
≤
2
4r − ψf c0
0
3
5
Γc ≥ 0
(15)
siendo F c = B
Tf c.
Se trata nuevamente de un problema de maximizacio´n que puede re-
solverse con el mismo algoritmo, y que como se ve, es ide´ntico al 11 salvo
por el desplazamiento a la posicio´n central representada por f c,F c.
Si observamos la figura 2, podemos ver que las ecuaciones 11 nos llevan
a la primera aproximacio´n del punto C, dado que su objeto es explorar
ampliaciones al vector de cargas original, y las 14 nos llevar´ıan a la segun-
da, puesto que buscan ampliaciones a la componente del vector de cargas
desviado respecto del central. Sin embargo el que llama´bamos factor de
carga robusto en el art´ıculo [2] ser´ıa el que corresponde a alcanzar el pun-
to marcado con 3. La reflexio´n necesaria para determinar este u´ltimo y
valorar su relacio´n con el numerado con 2 supera, sin embargo, las limi-
taciones de espacio de este trabajo, por lo que nos conformamos con el
u´ltimo obtenido.
Figura 2: Criterios de seguridad.
2.4. Cargas de rotura y mecanismos de colapso
Me permito aqu´ı hacer una pequen˜a digresio´n. Hemos visto en aparta-
dos anteriores que el problema de rotura puede formularse desde la pers-
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pectiva cinema´tica o del l´ımite superior, o desde la perspectiva esta´tica, o
del l´ımite inferior. Cuando ambos l´ımites coinciden se cumplen las condi-
ciones del teorema de unicidad, obtenie´ndose la carga de rotura. Si recor-
damos ambos enfoques ten´ıamos, en el primero, el problema de minimizar
γ para las variables de decisio´n U ,λ, en la forma de la ecuacio´n 8
mı´n
U ,λ
γ(λ) = mı´n
U ,λ
(rTλ)
F
T
1 U = 1
BU = ψTλ
λ ≥ 0
(16)
y en el segundo el problema de maximizar Γ en la forma de la ecuacio´n 11
ma´x
f ,Γ
Γ
ψf ≤ r
B
T
f = ΓF I
Γ ≥ 0
(17)
La solucio´n del problema, cuando mı´n(γ) = ma´x(Γ) nos arroja un
conjunto de ecuaciones que podremos resumir ahora, usando para la carga
de rotura la forma F = γF I . Para generalizar las soluciones obtenidas
observamos que las cargas F corresponden a las de rotura para una de las
direcciones posibles de la accio´n, la definida por la carga inicial F I que
se ha hecho crecer hasta el ma´ximo valor F que la estructura es capaz de
soportar para esa orientacio´n o combinacio´n de cargas.
Si analiza´semos el problema con otra orientacio´n inicial F II llegar´ıa-
mos a otra solucio´n l´ımite y as´ı sucesivamente, de modo que podemos
imaginar la envolvente para todas ellas, definiendo as´ı la capacidad de
carga generalizada de la estructura con expresio´n ana´loga a la que hemos
usado para la del conjunto de las secciones
ΨF ≤ R (18)
La ecuacio´n no es ma´s que la definicio´n de una superficie l´ımite en el espa-
cio de las cargas. Define por tanto la capacidad de carga de la estructura,
determinable a partir de su geometr´ıa y de las capacidades resistentes
definidas para sus secciones. Aunque e´sta es cuestio´n para tratar en otro
art´ıculo, podemos extender al espacio de las cargas las reflexiones sobre la
condicio´n de colapso, considerando las configuraciones vistas desde la pers-
pectiva global —las configuraciones de carga u´ltima y los correspondientes
mecanismos de colapso— y relacionar las ecuaciones y para´metros descri-
tos ma´s arriba con los recie´n formulados. En particular, denotamos con Λ
al conjunto de los modos o configuraciones de colapso que podremos, por
mero ana´lisis geome´trico, relacionar con los mecanismos activos definidos
en λ—pues cada modo posible Λi definir´ıa el conjunto de multiplicadores
λ activos en dicho modo mediante expresiones del tipo λ = LiΛi— Para
el conjunto de las configuraciones de rotura posibles tendremos expresio-
nes del tipo λ = LΛ. Puede demostrarse que este enfoque llevara´ a cerrar
el conjunto de relaciones que caracterizan las configuraciones y las cargas
de rotura desde la doble perspectiva sea interna o global de la estructura,
a trave´s de las variables y ecuaciones siguientes
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local global
fuerzas solicitaciones f cargas F
movimientos deformaciones u desplazamientos U
capacidades resistencias r cargas l´ımite R
configuraciones ro´tulas λ mecanismos Λ
COM-EQU u = BU F = BTf
CNF-CAP λ = LΛ R = LT r
Resistencia ψf ≤ r ΨF ≤ R
Regla de flujo ψTλ = u ΨTΛ = U
Colapso (ψf − r)Tλ = 0 (ΨF −R)TΛ = 0
Disipacio´n fTu = rTλ F TU = RTΛ
a las que debe an˜adirse la relacio´n final, de relativamente sencilla demos-
tracio´n, que cierra el conjunto:
L
T
ψ ≡ ΨBT (19)
3. Rotura en problemas de barras o blo-
ques r´ıgidos
3.1. Presentacio´n
Un enfoque sistema´tico capaz de implementarse con generalidad en
procedimientos automa´ticos de ca´lculo debe permitir tratar cualesquiera
problemas en su generalidad meca´nica —tipos de ro´tula posibles y, por
tanto, condiciones l´ımite para e´stas— y de configuracio´n —organizacio´n
y enlace de las barras o piezas que forman la estructura—
Sin entrar en el problema del continuo y, manteniendo el enfoque dis-
creto que postula la formacio´n aislada de ro´tulas, cuyas potenciales po-
siciones se describen a priori, el problema estara´ en describir de forma
general la forma de construir el modelo completo de una estructura de
barras en la que podamos prefigurar los enlaces o posiciones de las po-
tenciales ro´tulas para poder aplicar a dicho modelo las herramientas de
ana´lisis ya establecidas.
Un enfoque de gran calado es el aportado por Livesley en su ya citado
art´ıculo sobre ana´lisis l´ımite de estructuras formadas por bloques r´ıgidos
[6]. En dicho texto Livesley propone considerar como elementos del ana´lisis
las propias juntas, y considerar los bloques r´ıgidos desde la mera perspec-
tiva del equilibrio. O lo que es lo mismo, considerar los bloques como
nudos extendidos –extended nodes– destinados a conectar las juntas entre
s´ı. Dado que en el colapso pla´stico de una estructura formada por barras
los tramos de e´stas que no plastifican se comportan como so´lidos r´ıgidos,
dicho enfoque resulta completamente general y de gran sencillez. Una di-
ficultad de la propuesta de Livesley consiste en que reduce los esfuerzos
generalizados de la junta a cargas equivalentes aplicadas a sus extremos,
para facilitar el tratamiento en los l´ımites a dichas cargas. Resulta ma´s
general, sin embargo, usar las resultantes habituales —normal, cortante y
momento— y referir los l´ımites a e´stas.
Por ello presentamos aqu´ı un breve desarrollo de dicho enfoque que
permitira´ abordar indistintamente el comportamiento de estructuras de
barras du´ctiles —meta´licas en general, aunque tambie´n cabra´ aplicarlo a
barras de hormigo´n armado en ciertas condiciones— o tambie´n el com-
portamiento de estructuras de fa´brica, en condiciones ana´logas a las esta-
blecidas en el citado art´ıculo.
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En este enfoque, cualquier barra o regio´n de la estructura que se mueve
r´ıgidamente se considera un nudo extenso [1] al que se conectara´n tantos
elementos como secciones haya susceptibles de plastificar en el contorno
de dicha regio´n.
3.2. Nodo y elemento
Tal como se ha dicho, los elementos sera´n las diferentes juntas o seccio-
nes —interfaces— capaces de generar deformaciones pla´sticas, conectando
entre s´ı regiones amplias que no plastificara´n —barras, bloques, nudos o
agregaciones cualesquiera de e´stos— que consideramos un nodo extenso.
El conjunto de los nodos constituye la estructura, a trave´s de las co-
nexiones formalizadas por los elementos. De este modo los para´metros
de carga sobre la estructura y de desplazamiento generalizado de e´sta se
atribuyen a los nodos.
Cada nodo se caracterizara´ por un punto representativo de la regio´n
considerada y unos ejes propios respecto de los que se medira´n cargas
y movimientos —estos ejes propios pueden ser usualmente los generales
de la estructura, aunque no necesariamente— Como el nodo es amplio,
los movimientos r´ıgidos deben representarse por los desplazamientos y
rotaciones de toda la regio´n considerada, de modo que los para´metros de
carga F y de desplazamiento de colapso U de cada nodo tendra´n seis
componentes en el espacio tridimensional, o tres en el bidimensional.
Cada elemento, o junta, tendra´ dos caras a trave´s de las que se conecta
a los nodos que pone en contacto. Dichas caras —izquierda y derecha, o
caras una y dos— tienen una geometr´ıa plana que puede referenciarse a
trave´s de las coordenadas de su centro de gravedad, y los ejes que, con
origen en e´ste, definen la perpendicular al plano de la junta y los ejes
principales de inercia de la correspondiente seccio´n. Los ejes de las dos
caras tienen ide´ntico origen y orientaciones exactamente opuestas, si bien
sus solicitaciones internas u´nicas pueden describirse a trave´s de la accio´n
exterior sobre la junta en una cualquiera de dichas caras. En lo que sigue
usaremos como ejes de referencia ba´sicos de la junta, y representativos de
las deformaciones y solicitaciones de e´sta los de la segunda cara, o cara
derecha9 o frontal, de acuerdo a denominaciones al uso.
De este modo las solicitaciones f en la junta pueden describirse igual-
mente por las resultantes de fuerzas y momentos en dicha cara que, nueva-
mente, sera´n —como mucho— seis para situaciones tridimensionales y tres
para las bidimensionales, y a las que correspondera´n un nu´mero ide´ntico
de potenciales deformaciones pla´sticas u, entendidas como los movimien-
tos relativos de la cara 2 respecto de la 1 en el proceso de plastificacio´n.
3.3. Ecuaciones de equilbrio
La relacio´n entre los ejes de un elemento —o junta— y los de un nodo
corresponde a un doble movimiento: una traslacio´n y una rotacio´n. De tal
modo que tenemos la composicio´n de los dos movimientos representados
en las ecuaciones 20 y 21.
9usando la cla´sica regla de manejar signos positivos para las direcciones crecientes.
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2
6666664
Fx1
Fy1
Fz1
Mx1
My1
Mz1
3
7777775
=
2
6666664
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 z1 − z0 −(y1 − y0) 1 0 0
−(z1 − z0) 0 x1 − x0 0 1 0
y1 − y0 −(x1 − x0) 0 0 0 1
3
7777775
2
6666664
Fx0
Fy0
Fz0
Mx0
My0
Mz0
3
7777775
(20)
2
6666664
Fx1
Fy1
Fz1
Mx1
My1
Mz1
3
7777775
=
2
6666664
αxx αxy αxz 0 0 0
αyx αyy αyz 0 0 0
αzx αzy αzz 0 0 0
0 0 0 αxx αxy αxz
0 0 0 αyx αyy αyz
0 0 0 αxx αzy αzz
3
7777775
2
6666664
Fx0
Fy0
Fz0
Mx0
My0
Mz0
3
7777775
(21)
Puesto que de lo que se trata es de considerar el equilibrio en los
nudos, hemos de representar dichas ecuaciones en la forma en que puedan
acumularse los esfuerzos que la junta o elemento aporta para el equilibrio
del nodo al que conecta.
Consideremos un nodo conectado a la cara derecha —o creciente— de
la junta. Las fuerzas que el nudo ejerce sobre la junta permiten describir
los esfuerzos sobre e´sta, que representan las solicitaciones de la junta y
son la parte de las fuerzas sobre el nodo que se ejercen al exterior del mis-
mo a trave´s de dicha junta: su contribucio´n. Dichas solicitaciones estara´n
lo´gicamente referidas a los ejes de la junta ya definidos.
Si rotamos la representacio´n de las solicitaciones a ejes coincidentes con
los del nodo, y las trasladamos al punto de referencia de e´ste de acuerdo
a las ecuaciones 20 y 21, tendremos la parte buscada de las ecuaciones de
equilibrio a que contribuye la junta: F i = H ijf j que pueden entenderse
como la parte de las fuerzas F que se ejercen sobre el nodo i que son
transferidas a trave´s de la junta j.
Desarrollando la composicio´n de las ecuaciones 20 y 21 tendr´ıamos por
tanto, para la contribucio´n de la junta al nodo:
2
6666664
Fx
Fy
Fz
Mx
My
Mz
3
7777775
=
2
6666664
αx βx γx 0 0 0
αy βy γy 0 0 0
αz βz γz 0 0 0
αzy − αyz βzy − βyz γzy − γyz αx βx γx
αxz − αzx βxz − βzx γxz − γzx αy βy γy
αyx− αxy βyx− βxy γyx− γxy αz βz γz
3
7777775
2
6666664
fα
fβ
fγ
mα
mβ
mγ
3
7777775
(22)
siendo [x, y, z]T las coordenadas del centro de gravedad de la junta en ejes
del nodo (y para origen situado en e´ste) y siendo los ejes de la junta los
[α, β, γ]T de modo que αx representara´ el coseno director de la direccio´n
α con la x.
La expresio´n en dos dimensiones es de la forma
2
4FxFy
Mz
3
5 =
2
4 αx βx 0αy βy 0
αyx− αxy βyx− βxy 1
3
5
2
4fαfβ
mz
3
5 (23)
con z = γ y donde definido el a´ngulo ϕ = 〈xα〉 tendremos αx = cosϕ,
αy = sinϕ, βx = − sinϕ, βy = cosϕ.
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En el caso de que el nodo conecte a la cara izquierda, bastara´ cam-
biar los signos en los te´rminos de proyeccio´n de la expresio´n —usando
−H∗—. Finalmente, si a un nodo conectan varias juntas, bastara´ sumar
al equilibrio del nodo las contribuciones de todas ellas.
De este modo las expresiones matriciales de equilibrio resultantes son
del tipo 2
6664
F 1
F 2
...
F n
3
7775 =
2
6664
H11 H12 . . . H1m
H21 H22 . . . H2m
...
...
. . .
...
Hn1 Hn2 . . . Hnm
3
7775
2
6664
f
1
f
2
...
fm
3
7775 (24)
en la que H ij expresa la contribucio´n de la junta —columna— j en el
nodo —fila— i. Una buena parte de e´stas sera´n matrices cero: en cada
columna so´lo habra´ dos de ellas no nulas, al ser las matrices que expresan
la contribucio´n de la junta al equilibrio de cada uno de los dos nodos que
conecta, y en dichas dos matrices los te´rminos de fuerza sera´n ide´nticos y
con signos opuestos —las dos caras opuestas de la misma junta— si bien
los te´rminos de momento podra´n variar, dependiendo de las coordenadas
y direcciones de la junta respecto al nodo considerado.
3.4. Ecuaciones de resistencia
La resistencia de cada una de las juntas debera´ expresarse en la forma
habitual en el apartado 2.3, o en la forma siguiente, que considera la
posibilidad de definir las resistencias generales de las secciones a partir
de un nu´mero ma´s limitado de resistencias ba´sicas rb por razones, por
ejemplo, como la de unificar secciones entre piezas por consideraciones
constructivas:
ψf − drb ≤ 0 (25)
Un ejemplo de la forma de ψ, d, y rb para secciones rectangulares de
materiales sin resistencia en traccio´n puede ser el descrito en el cuadro 1.
En el ejemplo hemos considerado so´lo la interaccio´n resistente de las
componentes normales a la seccio´n —momento y normal— pero, sin em-
bargo, en las expresiones que acabamos de manejar estamos consideran-
do tambie´n la componente tangencial por resultar imprescindible para la
descripcio´n completa del equilibrio de los nodos. Como no es habitual
considerar cr´ıticas las resistencias en cortadura en los casos habituales,
bastar´ıa usar exactamente las mismas expresiones de resistencia amplia-
das para incorporar el nuevo esfuerzo sin ma´s que emplear valores nulos
en la correspondiente columna de ψ para contabilizar el efecto de dicha
solicitacio´n en la interaccio´n.
Si queremos completo rigor tendremos ahora dos cuestiones a consi-
derar: en primer lugar la definicio´n completa —y ma´s compleja— de las
superficies l´ımite considerando todos los esfuerzos. Pero, ma´s importante
au´n, deberemos tambie´n ser conscientes de que el modelo introducido para
representar la resistencia en cortadura puede significar la invalidacio´n de
la regla de ortogonalidad de los desplazamientos de rotura a la superficie
l´ımite —la regla de flujo—, regla que dejara´ de ser de aplicacio´n si se
establecen condiciones de plasticidad no asociada: es exactamente lo que
sucedera´ si se emplean condiciones de resistencia al deslizamiento ligadas
a mecanismos de friccio´n de tipo Coulomb como bien hace notar Livesley
[6], que atribuye a Drucker la paternidad de la reflexio´n.
En el caso de las fa´bricas, an˜adir resistencias en cortadura proporciona-
les al normal existente an˜ade a las seis restricciones preexistentes dos ma´s,
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Un ejemplo t´ıpico de funcio´n l´ımite de rotura es el de la figura, que representa
las condiciones de rotura de una rebanada rectangular de una pieza sometida
a flexocompresio´n en un material sin resistencia a traccio´n como puede ser el
hormigo´n o los materiales de fa´brica. La doble para´bola dibujada puede aproxi-
marse por el hexa´gono que las envuelve trazando las tangentes en los puntos de
ma´ximo y mı´nimo normal y momento. Cabe hacer notar que en dicho trazado,
las tangentes oblicuas tienen una pendiente que es igual que el brazo pla´stico
zpl = h/2 de la versio´n du´ctil de la seccio´n, lo que puede comprobarse sin ma´s
que verificar que el momento ma´ximo es igual al producto de la resistencia de
media seccio´n por medio brazo, tal como resulta de las propiedades de la para´-
bola: Mm = Nmzpl/4. De este modo las seis comprobaciones representadas en
el hexa´gono, considerando negativas a las compresiones, sera´n
Nm ≤ N +
M
zpl
≤ 0
Nm ≤ N −
M
zpl
≤ 0
Nm ≤ 4
M
zpl
≤ −Nm
ecuaciones que pueden reescribirse tambie´n en la forma


m n
−m −n
m −n
−m n
0 1
0 −1


[
N
M
]
≤


0
n
0
n
1/4
1/4


|Nm|zpl
en las que n = 1/
√
1 + z2pl, m = zpl/
√
1 + z2pl, resultando por tanto expresiones
que corresponden al formato general de la ecuacio´n 25.
Cuadro 1: Superficie de fluencia en rebanada de material sin tracciones
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correspondientes a los dos nuevos planos de rotura por esfuerzo tangen-
te en cualquiera de los sentidos. Con resistencia proporcional al esfuerzo
normal y al coeficiente de rozamiento µ las ecuaciones que detallamos en
el cuadro 1 quedar´ıan de la forma10
2
66666666664
m n 0
−m −n 0
m −n 0
−m n 0
0 1 0
0 −1 0
µ 0 1
µ 0 −1
3
77777777775
2
4NM
T
3
5 ≤
2
66666666664
0
n
0
n
1/4
1/4
0
0
3
77777777775
|Nm|zpl (26)
Cabe sen˜alar en este caso que en la medida en que los problemas sera´n
en su mayor´ıa de estabilidad —la geometr´ıa resulta o no viable para las
cargas dadas— resultara´ a menudo adecuado formular el problema en los
te´rminos definidos por las ecuaciones 13 y 14.
En el caso de las secciones meta´licas, un procedimiento acorde al enfo-
que del Euroco´digo exigir´ıa an˜adir ocho nuevas superficies de interaccio´n,
cuatro para cada signo del cortante, que corresponder´ıan a los planos defi-
nidos por cada una de las rectas l´ımite dibujadas en el plano que representa
el estado de cortante igual a la mitad de la ma´xima resistencia a cortante
de la seccio´n, junto con el punto de ma´xima resistencia a cortante con
resistencia nula para momento y normal.
Figura 3: Poliedros de rotura, fa´brica o acero. Para la fa´brica se indican las
ecuaciones a que corresponden las caras visibles
No´tese que en la ecuacio´n 23 los valores de los esfuerzos en la junta son
precisamente fα = N , fβ = T , mz =M por lo que bastar´ıa renombrarlos
y reordenarlos en cualquiera de las dos ecuaciones 23 o 26 para poderlos
identificar en el vector de esfuerzos f atribu´ıdo a la junta, quedando por
tanto, si se tratase de la junta i una expresio´n en la forma ψif i ≤ ri.
Si ahora queremos considerar el conjunto de las juntas de la estructura,
bastara´ agrupar las expresiones individualizadas de resistencia de cada
10En la figura 3 se ve que el modelo resulta tal vez grosero en las regiones de fuerte combi-
nacio´n de normal y cortante por su excesiva agudeza. E´sta resultar´ıa algo ma´s acotada si se
considera que una resistencia en traccio´n del 11% de la de compresio´n limitar´ıa la resistencia
en tensio´n tangencial —y por ende el coeficiente de rozamiento ma´ximo a considerar en la
fa´brica— a un tercio de e´sta.
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junta en una agrupacio´n diagonal de la forma
2
6664
ψ
1
0 . . . 0
0 ψ
2
. . . 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . ψn
3
7775
2
6664
f
1
f
2
...
fn
3
7775 ≤
2
6664
r1
r2
...
rn
3
7775 (27)
con lo que tenemos las ecuaciones de resistencia 27 y equilibrio 24 en la
forma requerida para aplicar la solucio´n descrita en alguna de las formas
11, 12 o 14.
4. Aplicacio´n: rotura de arco de fa´brica
Como ejemplo de aplicacio´n consideramos la rotura de un arco de
fa´brica cuya directriz corresponde a un cuarto de c´ırculo, y cuya cuerda
(luz del arco) es de 20 m, con dovelas de 0, 5 m. de espesor.
Usamos como condicio´n de resistencia de cualquiera de las juntas la
siguiente, que considera una superficie de rotura piramidal y expresa los
l´ımites en flexio´n compuesta, en compresio´n, y en deslizamiento
2
66664
0, 24 0 0, 97
0, 24 0 −0, 97
−1 0 0
0, 3 1 0
0, 3 −1 0
3
77775
2
4NT
M
3
5 ≤
2
66664
0
0
500
0
0
3
77775
La expresio´n es casi ana´loga a la de considerar resistencia infinita en
compresio´n y nula en traccio´n: so´lo se diferencia en que se pone un l´ımite
a la compresio´n ma´xima en la junta, aunque dicha compresio´n puede ser
tan exce´ntrica como admita la geometr´ıa de la junta.
Usamos como condiciones de equilibrio las que siguen, ejemplificadas
para la primera dovela, que expresan el equilibrio de las solicitaciones sobre
las juntas con las cargas aplicadas —horizontal, vertical y momento—
2
4−0, 71 0, 71 0 0, 76 −0, 65 0−0, 71 −0, 71 0 0, 65 0, 76 0
0 0, 56 −1 0 0, 56 1
3
5
2
6666664
Ni
Ti
Mi
Nd
Td
Md
3
7777775
=
2
4FHFV
FM
3
5
En estas condiciones consideramos cuatro problemas:
1 el del peso propio —suponemos un valor de 10 por dovela— bus-
cando el factor de carga para un incremento en dicho peso, con la
formulacio´n de 11
2 el del peso propio ma´s una carga puntual de 20 en la dovela nu´mero
5, buscando el factor de carga que corresponda a un incremento
proporcional de todas las cargas, con la formulacio´n de 11
3 el mismo problema anterior, pero con la formulacio´n de 12 para
incrementar so´lo la carga puntual
4 el segundo problema, pero con la formulacio´n robusta 14 para deter-
minar la peor alteracio´n en las cargas aplicadas
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Los resultados de dichos problemas esta´n en las figuras de 4, en las
que se traza el eje que identifica al correspondiente pol´ıgono de presiones
y se sen˜alan las posiciones correspondientes a los l´ımites de resistencia,
posiciones a las que correspondra´n las deformaciones pla´sticas que acti-
van el colapso. Los esfuerzos correspondientes a dichas condiciones l´ımite
y el factor de seguridad obtenido se muestran en el cuadro 2. Cabe sen˜alar
que, as´ı como en los tres primeros casos puede interpretarse el factor de
seguridad como un factor de carga, en el u´ltimo de los problemas el fac-
tor de seguridad es, como se ha visto anteriormente, la proporcio´n entre
las dimensiones lineales de la geometr´ıa de la superficie de rotura y la
geometr´ıa homo´loga a la anterior, una vez contra´ıda hacia el centro —la
situacio´n de esfuerzos ma´s alejada posible de la rotura— hasta alcanzar el
punto representativo de la carga efectivamente actuante. No es, por tanto
un factor de carga en los casos en que dicho centro corresponde a una
situacio´n de esfuerzos no nula, como es el caso que nos ocupa.
La solucio´n al primero de los problemas, debido a la simetr´ıa, exige la
activacio´n de la condicio´n de aplastamiento de las juntas de apoyo, pues
de otro modo, el arco triarticulado que se deriva de la geometr´ıa de las
cargas ser´ıa estable para un crecimiento proporcional indefinido de e´stas.
1 (N, M)
11 (M)
21 (N, M)
Problema nº 1:
Sólo peso propio
1 (N, M)
8 (M)
20 (M)
Problema nº 2:
Ampliación Peso y Puntual
1
6
14
21
Problema nº 3:
Peso y ampliación de puntual
2
6
16
21
Problema nº 4:
factor robusto
Figura 4: Soluciones a las configuraciones de rotura del arco
Figura 5: Alteracio´n pe´sima de la carga original
Resulta muy interesante considerar los resultados del cuarto proble-
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Nº F. seg Junta N T M
1 3,55 1 (N) -500 -1,39 -125
1 (M) -500 -1,39 -125
11 (M) -352,57 0 88,14
21 (N) -500 1,39 -125
21 (M) -500 1,39 -125
2 3,13 1 (N) -500 -14,8 -125
1 (M) -500 -14,8 -125
8 (M) -352,78 0,22 88,2
20 (M) -451,62 0,51 -112,91
3 2,87 1 (M) -210,36 -2,56 -52,59
6 (M) -152,28 16,33 38,07
14 (M) -151,47 1,49 -37,87
21 (M) -179,43 -28,37 44,86
4 1,27 2 (M) -100,17 -1,86 -25,04
6 (M) -60,26 4,18 15,06
16 (M) -62,43 1,06 -15,61
21 (M) -94,71 -19,46 23,68
Cuadro 2: Factor de seguridad y esfuerzos de rotura en arco
ma: la situacio´n de colapso ma´s cercana a la situacio´n original consiste
en descargar parcialmente el arco, variando levemente la orientacio´n de la
carga puntual. La descarga ma´s desfavorable es casi radial, y se representa
en la figura 5. Dicho resultado no es en absoluto desconocido: es sabido
que se han producido dan˜os apreciables, e incluso colapsos, en bo´vedas de
catedrales go´ticas a las que se han limpiado los rellenos. Lo interesante de
la solucio´n aportada es que tal mala pra´ctica puede detectarse prematura-
mente, incluso aunque no se tuviese sospecha previa ni noticia de ningu´n
antecedente.
Si como alternativa a la condicio´n de resistencia utilizada —que por
cierto tiene la propiedad de tener un u´nico punto como centro— usamos la
condicio´n —que podr´ıamos llamar hexagonal— establecida en el cuadro 1,
lo´gicamente deben cambiar apreciablemente los resultados, obtenie´ndose
los de la figura 6.
En e´stos se ve que llegar al aplastamiento de las secciones de arranque
implica en e´stas la ausencia de excentricidad que, por otro lado resulta
ma´s reducida en otras regiones que plastifican con flexio´n y en las que
concurre un fuerte efecto de los esfuerzos normales de compresio´n.
Pero en este caso el centro de la superficie de rotura ya no es un
punto u´nico, como puede verse si analizamos el diagrama de interaccio´n
momento–normal para una de las juntas de la figura 7: la mayor distancia
a la regio´n ma´s pro´xima a los ma´ximos momentos es constante para todo
un conjunto de valores diferentes; la solucio´n definida en la u´ltima gra´fica
de la figura 8 corresponde al centro obtenido por simplex, que es el punto
1 del diagrama. Si usamos los puntos 2, o 3 de dicha figura obtendremos
condiciones de rotura distintas y, por tanto, diferencias para las alteracio-
nes pe´simas a la configuracio´n de carga inicial, aunque todas ellas tengan
caracter´ısticas comunes. Dicha diferencia o inestabilidad aconsejara´, al
menos como consideracio´n provisional, tratar de manejar condiciones de
resistencia que garanticen un centro u´nico.
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Problema 1: Peso propio
11  (M)
3 (N,M)
1 (N,M)
19 (N,M)
21 (N.M)
Problema 2: Peso propio y
Carga puntual 
2 (M)
6 (M)
17 (M)
21 (M)
Problema 3: Incremento de carga puntual
1 (M)
6 (M)
15 (M)
21 (M)
2 (M)
6 (M)
17 (M)
21  (M)
Problema 4: Alteración pésima
Figura 6: Configuraciones de rotura para ley de resistencia hexagonal
123
N
M
Figura 7: Interaccio´n momento–normal, y posicio´n del centro
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Figura 8: Alteracio´n pe´sima dependiendo del centro considerado
5. Conclusiones
En este trabajo he presentado una formulacio´n muy general a los
problemas de rotura de estructuras de barras, aplicable sin distincio´n
apreciable tanto a las estructuras de materiales meta´licos como a las
constitu´ıdas por materiales sin resistencia a traccio´n, como son los
arcos de fa´brica. Dicha formulacio´n se basa en la disponibilidad cada
vez ma´s difundida de herramientas para resolver los problemas de
programacio´n lineal.
La formulacio´n se basa en atribuir toda la deformabilidad poten-
cial a un conjunto predeterminado de secciones —que pasan a ser
las ana´logas a los elementos en los programas de ana´lisis al uso—
que estara´n conectadas entre s´ı a trave´s de regiones r´ıgidas exten-
sas —que cumplen ahora el papel de los nudos en los programas de
ana´lisis existentes— Para las primeras se preconizan las condiciones
de resistencia, y para los segundos las de equilibrio. La solucio´n pue-
de obtenerse a trave´s de la maximizacio´n de la carga capaz de ser
soportada por las resistencias definidas, y deriva directamente de la
aplicacio´n del teorema esta´tico o del l´ımite inferior; dicha solucio´n
resulta ser dual de la del problema ligado al teorema cinema´tico, o
del l´ımite superior, que resolver´ıa la minimizacio´n de la carga para
la que puede obtenerse una configuracio´n compatible de colapso.
He mostrado la capacidad que dicha formulacio´n tiene para abordar
problemas desde diversas perspectivas de seguridad, que incluyen la
de seguridad robusta, perspectiva esta u´ltima que unifica los pro-
blemas de resistencia o de estabilidad de fa´bricas bajo un mismo
enfoque.
He mostrado, finalmente, que dicha formulacio´n permite abordar sin
dificultad la determinacio´n de las configuraciones pe´simas de carga
para los tipos estructurales a los que puede aplicarse —y en parti-
cular a las estructuras de arcos de fa´brica—
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En favor de la estabilidad nume´rica de los resultados, resultara´ acon-
sejable establecer condiciones de resistencia para las que exista un
centro u´nico, es decir, para las que el conjunto de esfuerzos que co-
rresponden al ma´ximo alejamiento a cualquier posible condicio´n de
rotura sea de la mı´nima dimensio´n posible.
Como conclusio´n adicional, y desde la perspectiva del potencial ex-
plicativo que esta estrategia facilita, cabe preconizar la extensio´n en
el uso y difusio´n de los me´todos ligados a los conceptos de la pro-
gramacio´n lineal entre el acervo ba´sico de los especialistas en disen˜o
y ana´lisis estructural.
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